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Résumé. — L’algèbre des arbres finis ou infinis joue un rôle fondamental en informa-
tique. Entre autres, le fonctionnement de Prolog II, III et IV a été modélisé par Alain
Colmerauer comme la résolution de contraintes sous la forme d’équations et de disé-
quations dans cette algèbre. Dans un travail publié à la revue Constraints avec Alain
Colmerauer [6], nous avons étudié l’expressivité des contraintes plus générales dans cette
algèbre, qui sont des formules logiques du premier ordre, construites à partir des variables,
désignant des arbres, d’opérations de construction, de la relation de l’égalité, des connec-
teurs logiques et des quantificateurs. Nous avons présenté la construction d’exemples pour
montrer un pouvoir d’expressivité immensément grand de contraintes aussi générales.
Cet article présente une version réduite de ce travail sur le pouvoir d’expressivité de ces
contraintes [6]. De plus, nous décrivons la méthode que nous avons développée pour
résoudre ces contraintes.

Mots-clés. — Algèbre des arbres, contraintes, expressivité de contraintes, résolution
de contraintes.

1. Introduction

L’algèbre des arbres finis ou infinis joue un rôle fondamental en informatique. Elle
modélise aussi bien des structures de données que des programmes ou des exécutions
de programme. L’unification de termes finis, c’est-à-dire la résolution de conjonction
d’équations portant sur des arbres finis, a d’abord été étudiée par J.A. Robinson [22].
L’unification de termes infinis, donc la résolution de conjonction d’équations dans les
arbres infinis, a été étudiée par G. Huet [14], A. Colmerauer [3, 7] et J. Jaffar [15].
Pour une synthèse sur ce sujet, nous renvoyons à l’article de J.-P. Jouannaud et C.
Kirchner [16].

Le fonctionnement de Prolog II, III et IV a été modélisé par A. Colmerauer comme
la résolution d’équations (relation =) et de diséquations (relation ≠) dans les arbres
(éventuellement) infinis [1, 4, 5, 7]. L’exécution de programmes Prolog est donc
devenue la résolution de contraintes dans l’algèbre des arbres, contraintes qui sont
sous la forme de combinaison par la disjonction et la conjonction d’équations et de
diséquations. La résolution de ce type de contraintes a été ensuite étudiée dans d’autres
travaux [2, 21, 23].
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Il a été alors naturel de nous intéresser à des contraintes plus générales dans cette
algèbre, qui sont des formules logiques du premier ordre, construites à partir des
variables, désignant des arbres, des opérations de construction, de la relation d’éga-
lité, des connecteurs logiques et des quantificateurs. Des algorithmes d’élimination
de quantificateurs pour transformer des formules logiques du premier ordre en des
combinaisons booléennes de formules plus simples ont été proposés. Pour le cas des
arbres finis, nous pouvons citer les travaux de A. Malcev [19], de K. Kunen [17], de
M. Maher [18] ou de H. Comon [9, 10]. Pour une synthèse sur ce sujet nous renvoyons à
l’article de H. Comon [8]. Une théorie complète de l’algèbre des arbres finis ou infinis
a été proposée par M. Maher [18]. Il a, entre autres, montré que dans cette théorie,
et donc dans l’algèbre des arbres, toute formule du premier ordre était équivalente à
une combinaison booléenne de conjonctions d’équations où toutes les variables ou une
partie des variables sont quantifiées existentiellement.

Dans cet article, nous considérons des contraintes, qui sont des formules logiques
du premier ordre avec des variables libres, dans l’algèbre des arbres. Dans un travail
publié à la revue Constraints [6] avec A. Colmerauer, nous avons étudié l’expressivité
de ces contraintes, où nous avons présenté des exemples afin de montrer un pouvoir
d’expressivité quasi universel de contraintes aussi générales. Nous présentons dans cet
article des résultats principaux de ce travail [6]. De plus, nous décrivons la méthode
que nous avons développée pour trouver les solutions de ces contraintes.

L’article est organisé de la manière suivante. La section 2 présente les notions
d’algèbre des arbres finis ou infinis et de contraintes du premier ordre dans cette
algèbre. La section 3 considère un jeu à deux joueurs et présente une modélisation des
positions 𝑘-gagnantes par des contraintes d’arbres avec des quantificateurs imbriqués.
Cette modélisation permet de définir une position gagnante du jeu en jouant au plus
𝑘 coups par une formule dont la taille est linéaire en 𝑘 . Dans le but d’illustrer des
modélisations plus compactes, la section 4 présente la construction d’une contrainte
de taille linéaire en 𝑘 et qui permet d’itérer 𝛼(𝑘) fois une fonction de transition 𝜑, où
𝛼(𝑘) est une tour d’exponentielle de hauteur 𝑘 . La section 5 présente deux applications
de cette contrainte. La première illustre une contrainte de taille linéaire en 𝑘 dont
l’unique solution est un arbre fini de taille 𝛼(𝑘). La seconde application considère une
machine de Turing dont chaque configuration est représentée par un arbre infini et dont
les instructions sont exprimées par la fonction de transition 𝜑, pour montrer que tout
problème de décision pouvant être résolu par une machine de Turing en exécutant au
plus 𝛼(𝑘) transitions peut être encodé par une contrainte d’arbres de taille linéaire en 𝑘 ,
établissant ainsi un pouvoir d’expressivité « quasi-universel » des contraintes d’arbres.
La section 6 décrit une méthode de résolution de ces contraintes et la section 7 conclut.

2. Préliminaires

2.1. L’algèbre des arbres finis ou infinis

Comme habituellement, un symbole de fonction est un symbole auquel est associé
un entier non négatif, son arité. Les arbres, avec des nœuds étiquetés par des symboles
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Figure 2.1. Exemples d’arbres, avec les symboles de fonction 𝑎, 𝑏, 𝑠, 𝑓 d’arités
respectives 0, 0, 1 et 2.

de fonction, sont bien connus en informatique. La figure 2.1 présente quelques exemples
d’arbres. On remarque que seul le premier arbre a un ensemble fini de nœuds mais que
le deuxième a quand même un ensemble fini (de formes) de sous-arbres. Le premier
arbre est un arbre fini, les deux autres sont des arbres infinis. Le deuxième arbre est
un arbre infini rationnel car le nombre de formes de sous-arbres est fini. Le troisième
arbre est infini non rationnel.

Nous nous donnons un ensemble 𝐹 infini de symboles de fonction et désignerons
par A l’ensemble de tous les arbres construits sur l’ensemble infini 𝐹. L’ensemble A
est muni d’un ensemble d’opérations de construction, une pour chaque élément 𝑓 ∈ 𝐹.
Elle consiste en l’application (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ↦→ 𝑎, où 𝑛 est l’arité de 𝑓 et 𝑎 l’arbre dont le
nœud initial est étiqueté 𝑓 et dont la suite de fils est 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 (voir la figure 2.2). On
obtient ainsi l’algèbre des arbres finis ou infinis construits sur 𝐹, que l’on note (A, 𝐹).

. . . 
. . .a a

a a

f

1 n

1 n

Figure 2.2. L’opération de construction associée à chaque symbole de fonction
𝑓 ∈ 𝐹.

2.2. Les contraintes d’arbres

Nous nous intéressons aux contraintes représentées par des formules du premier
ordre avec pour seul symbole de relation l’égalité et pour symboles de fonction les
éléments d’un ensemble infini 𝐹. Ces contraintes d’arbres seront de l’une des dix
formes :

𝑠 = 𝑡, vrai, faux, ¬(𝜑), (𝜑 ∧ 𝜓), (𝜑 ∨ 𝜓), (𝜑 → 𝜓), (𝜑 ↔ 𝜓), ∃𝑥 𝜑, ∀𝑥 𝜑,
où 𝜑 et 𝜓 sont des contraintes d’arbres plus courtes, 𝑥 une variable prise dans un
ensemble infini et 𝑠, 𝑡 des termes, c’est-à-dire des expressions de l’une des formes :

𝑥, 𝑓 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛),

– 123 –



Thi-Bich-Hanh Dao

avec 𝑛 ⩾ 0, 𝑓 ∈ 𝐹 et d’arité 𝑛 et les 𝑡𝑖 des termes plus courts.

Les variables représenteront des éléments de l’ensemble A des arbres construits
sur 𝐹, le symbole d’égalité sera interprété par l’égalité et les symboles de fonction
𝑓 seront interprétés comme des opérations de constructions dans l’algèbre des arbres
infinis (A, 𝐹). Un terme 𝑥 sera donc interprété par l’arbre que représente 𝑥 et un terme
𝑓 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) interprété par l’arbre résultat de la construction associée à 𝑓 sur les arbres
interprétant 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛.

Une contrainte sans variable libre sera donc vraie ou fausse et une contrainte
𝜑(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) faisant intervenir 𝑛 variables libres 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 établira une relation 𝑛-
aire dans l’ensemble des arbres. Par exemple la contrainte d’arbres

𝜑(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦) def
= ∃𝑧

[
𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑓 (𝑦, 𝑧)) ∧
𝑧 = 𝑓 (𝑢, 𝑓 (𝑣, 𝑓 (𝑤, 𝑧)))

]
est équivalente à

𝑥 = 𝑢 ∧ 𝑦 = 𝑣 ∧ 𝑥 = 𝑤 ∧ 𝑦 = 𝑢 ∧ 𝑥 = 𝑣 ∧ 𝑦 = 𝑤.

Elle exprime donc que les arbres 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥, 𝑦 sont tous égaux.

3. Positions gagnantes dans un jeu à deux adversaires

Nous considérons maintenant un jeu à deux adversaires et nous intéressons à
caractériser les positions à partir desquelles il est toujours possible de gagner en jouant
au plus 𝑘 coup. On se donne un graphe orienté (𝑉, 𝐸) constitué d’un ensemble 𝑉 de
sommets et d’un ensemble 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 d’arêtes. On permet que 𝑉 et 𝐸 soient infinis
et on appelle aussi positions les éléments de 𝑉 . On considère le jeu à deux adversaires
qui, étant donnée une position initiale 𝑥0, consiste à tour de rôle à choisir une position
𝑥1 tel que (𝑥0, 𝑥1) ∈ 𝐸 , puis une position 𝑥2 tel que (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐸 , puis une position
𝑥3 tel que (𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝐸 et ainsi de suite. Le premier qui ne peut plus jouer a perdu et
l’autre a gagné. Par exemple, on se donne un couple (𝑖, 𝑗) d’entiers positifs ou nuls
et à tour de rôle on choisit l’un des deux entiers 𝑖, 𝑗 . Suivant que l’entier choisi 𝑢 est
impair ou pair on augmente ou on diminue l’autre entier 𝑣 de 1 sans jamais le rendre
strictement négatif. La première personne qui ne peut plus jouer a perdu. Ce jeu peut
être représenté par le graphe orienté dans la figure 3.1, où les arêtes représentent les
coups possibles.

3.1. Positions 𝑘-gagnantes

Soit 𝑥 ∈ 𝑉 un sommet quelconque du graphe orienté (𝑉, 𝐸) et supposons que ce
soit au tour de la personne 𝐴 de jouer. La position 𝑥 est dite 𝑘-gagnante si, quelle que
soit la façon de jouer de l’autre personne 𝐵, il est toujours possible que 𝐴 gagne en
jouant au plus 𝑘 coups. Elle est dite 𝑘-perdante si, quelle que soit la façon de jouer de
𝐴, il existe toujours une façon de jouer pour 𝐵 qui a pour effet que 𝐴 perde et joue au
plus 𝑘 coups.
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0,0 1,0 2,0 3,0

0,1 1,1 2,1 3,1

0,2 1,2 2,2 3,2

0,3 1,3 2,3 3,3

Figure 3.1. Un exemple de jeu à deux joueurs.

Soit coup (𝑎, 𝑏) une contrainte représentant un mouvement possible de 𝑎 ∈ 𝑉 vers
𝑏 ∈ 𝑉 . La contrainte gagnant 𝑘 (𝑥), avec 𝑘 ⩾ 0, exprimant 𝑥 une position 𝑘-gagnante
est alors définie par :

gagnant 0 (𝑥) ↔ faux,
gagnant 𝑘+1 (𝑥) ↔ ∃𝑦 coup (𝑥, 𝑦) ∧ perdant 𝑘 (𝑦),

(3.1)

avec la contrainte perdant 𝑘 (𝑥) définie par :

perdant 𝑘 (𝑥) ↔ ∀𝑦 coup (𝑥, 𝑦) → gagnant 𝑘 (𝑦). (3.2)

En se restreignant aux quantifications existentielles et en déroulant les équivalences,
on constate alors qu’on peut remplacer (3.1) par

gagnant 𝑘 (𝑥) ↔

∃𝑦 coup (𝑥, 𝑦) ∧ ¬(
∃𝑥 coup (𝑦, 𝑥) ∧ ¬(
∃𝑦 coup (𝑥, 𝑦) ∧ ¬(
∃𝑥 coup (𝑦, 𝑥) ∧ ¬(
. . .

∃𝑦 coup (𝑥, 𝑦) ∧ ¬(
∃𝑥 coup (𝑦, 𝑥) ∧ ¬(
faux ) . . .)︸︷︷︸

2𝑘

(3.3)

Les équivalences (3.3) et (3.2) donnent alors un moyen explicite pour construire les
contraintes désirées. On remarque qu’en descendant les négations dans (3.3), on obtient
une imbrication de 2𝑘 quantificateurs alternés.

3.2. Codage par les arbres

Prenons comme structure l’algèbre (A, 𝐹) des arbres construits sur un ensemble
𝐹 de symboles fonctionnels comprenant notamment les symboles 0, 𝑓 , 𝑔, 𝑐, d’arités
respectives 0, 1, 1 et 2. Codons les sommets (𝑖, 𝑗) du graphe du jeu par les arbres 𝑐(𝑖, 𝑗)

– 125 –



Thi-Bich-Hanh Dao

avec 𝑖 = ( 𝑓 𝑔)
𝑖
2 (0), si 𝑖 est pair, et 𝑖 = 𝑔(𝑖−1), si 𝑖 est impair (1). Par exemple l’arbre

dans la figure 3.2 représente le couple (2, 3).

c

f g

fg

0 g

0

Figure 3.2. Arbre représentant le couple (2, 3).

Le lecteur perspicace se convaincra que pour la contrainte coup (𝑥, 𝑦) généralisée
on peut prendre :

coup (𝑥, 𝑦) def
= transition(𝑥, 𝑦) ∨ (¬(∃𝑢 ∃𝑣 𝑥=𝑐(𝑢, 𝑣)) ∧ 𝑥= 𝑦)

avec

transition(𝑥, 𝑦) def
=



∃𝑢 ∃𝑣 ∃𝑤[
(𝑥=𝑐(𝑢, 𝑣) ∧ 𝑦=𝑐(𝑢, 𝑤)) ∨
(𝑥=𝑐(𝑣, 𝑢) ∧ 𝑦=𝑐(𝑤, 𝑢))

]
∧[
(∃𝑖 𝑢=𝑔(𝑖) ∧ succ (𝑣, 𝑤)) ∨
(¬(∃𝑖 𝑢=𝑔(𝑖)) ∧ pred (𝑣, 𝑤))

]


succ (𝑣, 𝑤) def
=

[
((∃ 𝑗 𝑣=𝑔( 𝑗)) ∧ 𝑤= 𝑓 (𝑣)) ∨
(¬(∃ 𝑗 𝑣=𝑔( 𝑗)) ∧ 𝑤=𝑔(𝑣))

]

pred (𝑣, 𝑤) def
=



(∃ 𝑗 𝑣= 𝑓 ( 𝑗) ∧
[
(∃𝑘 𝑗 =𝑔(𝑘) ∧ 𝑤= 𝑗) ∨
(¬(∃𝑘 𝑗 =𝑔(𝑘)) ∧ 𝑤=𝑣)

]
) ∨

(∃ 𝑗 𝑣=𝑔( 𝑗) ∧
[
(∃𝑘 𝑗 =𝑔(𝑘) ∧ 𝑤=𝑣) ∨
(¬(∃𝑘 𝑗 =𝑔(𝑘)) ∧ 𝑤= 𝑗)

]
) ∨

(¬(∃ 𝑗 𝑣= 𝑓 ( 𝑗)) ∧ ¬(∃ 𝑗 𝑣=𝑔( 𝑗)) ∧
¬(𝑣=0) ∧ 𝑤=𝑣)


Remarquons que la contrainte coup (𝑥, 𝑦) est définie sur les variables 𝑥 et 𝑦 repré-

sentant des arbres quelconques. Donc si l’arbre 𝑥 encode bien une position du jeu, la

(1)Bien entendu, ( 𝑓 𝑔)0 (𝑥 ) = 𝑥 et ( 𝑓 𝑔)𝑖+1 (𝑥 ) = 𝑓 (𝑔 ( ( 𝑓 𝑔)𝑖 (𝑥 ) ) ) .
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première partie de cette contrainte (i.e. transition(𝑥, 𝑦)) représente les mouvements
possibles à partir de cette position. Dans le cas contraire, si l’arbre 𝑥 n’est pas de la
forme 𝑐(𝑢, 𝑣), la deuxième partie de la contrainte coup (𝑥, 𝑦) indique que la position
suivante sera identique à la position actuelle (𝑥 = 𝑦). Aussi, si le sous-arbre choisi de
𝑥 n’a pas de racine étiquetée par 𝑓 ou 𝑔 (contrainte pred (𝑣, 𝑤)), la position suivante
sera identique à la position actuelle (𝑤 = 𝑣).

L’ensemble des positions 𝑘-gagnantes du jeu est l’ensemble des solutions en 𝑥

de la contrainte gagnant 𝑘 (𝑥) définie en (3.3). Par exemple, pour 𝑘 = 1 la contrainte
gagnant 𝑘 (𝑥) est équivalente à

𝑥=𝑐(𝑔(0), 0) ∨ 𝑥=𝑐(0, 𝑔(0))) (3.4)

et, pour 𝑘 = 2, à[
𝑥=𝑐(0, 𝑔(0)) ∨ 𝑥=𝑐(𝑔(0), 0) ∨ 𝑥=𝑐(0, 𝑔( 𝑓 (𝑔(0)))) ∨
𝑥=𝑐(𝑔(0), 𝑓 (𝑔(0))) ∨ 𝑥=𝑐( 𝑓 (𝑔(0)), 𝑔(0)) ∨ 𝑥=𝑐(𝑔( 𝑓 (𝑔(0))), 0)

]
(3.5)

4. Itération de contraintes

Dans cette section, nous allons présenter la construction d’une contrainte de taille
linéaire en 𝑘 qui permet d’itérer 𝛼(𝑘) fois une fonction de transition, où 𝛼(𝑘) est
une tour d’exponentielle de hauteur 𝑘 . Introduisons la fonction 𝛼(𝑘) définie pour tout
entier 𝑘 ⩾ 0 par :

𝛼(0) = 1, 𝛼(𝑘 + 1) = 2𝛼(𝑘 ) .

On a donc :

𝛼(𝑛) = 2· · ·

(
2(22) )

︸    ︷︷    ︸
𝑛

.

La fonction 𝛼 croit d’une façon stupéfiante, puisque 𝛼(0) = 1, 𝛼(1) = 2, 𝛼(2) = 4,
𝛼(3) = 16, 𝛼(4) = 65536 et 𝛼(5) = 265536. L’entier 𝛼(5) est donc supérieur à 1020000,
un nombre probablement bien supérieur au nombre d’atomes constituant l’univers et
au nombre de nanosecondes qui se sont écoulées depuis sa création !

On convient que la taille |𝜑| d’une contrainte 𝜑 est le nombre d’occurrences de tous
les symboles, à l’exception des parenthèses et des virgules (car les contraintes peuvent
être écrites en notation infixée). Si 𝑥, 𝑦 sont des variables et 𝜑(𝑥, 𝑦) une contrainte
alors, pour tout 𝑛 ⩾ 0, la 𝑛-itérée de 𝜑(𝑥, 𝑦) est la contrainte notée et définie par (2) :

𝜑𝑛 (𝑥, 𝑦) def
= ∃𝑢0 · · · ∃𝑢𝑛 𝑥=𝑢0 ∧ 𝜑(𝑢0, 𝑢1) ∧ 𝜑(𝑢1, 𝑢2) ∧ · · · ∧ 𝜑(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) ∧ 𝑢𝑛= 𝑦

(4.1)

(2)Bien entendu si 𝜑 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ) est une contrainte quelconque, les 𝑥𝑖 des variables et les 𝑡𝑖 des
termes, 𝜑 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 ) désigne cette même contrainte avec les 𝑡𝑖 substitués aux occurrences libres des 𝑥𝑖

correspondants.
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4.1. La contrainte d’itération de formules

On suppose que l’ensemble d’arbres A est construit sur un ensemble 𝐹 de symboles
fonctionnels comprenant notamment les symboles 1, 2, 3, d’arités nulles, et le symbole
𝑓 , d’arité quatre. On se donne une contrainte quelconque 𝜑(𝑥, 𝑦) et pour 𝑘 ⩾ 0 on
introduit la contrainte :

superitérée 𝑘 [𝜑] (𝑥, 𝑦)
def
= ∃𝑧 triangle 𝑘 (3, 𝑥, 𝑧, 𝑦) (4.2)

avec,

triangle 0 (𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦)
def
= 𝑧=𝑥 ∧ 𝑧= 𝑦

triangle 𝑘+1 (𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦)
def
=



[∃𝑢1 ∃𝑢2 𝑧= 𝑓 (𝑥, 𝑢1, 𝑢2, 𝑦)]
∧

∀𝑡′ ∀𝑦′ ∀𝑧′[
(𝑡′=1 ∨ 𝑡′ = 2) ∧
triangle 𝑘 (𝑡′, 𝑧, 𝑦′, 𝑧′)

]
→

(𝑡′=1 ∧ forme1 (𝑧′)) ∨

(𝑡′=2 ∧


∃𝑢 ∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑧′, 𝑣) ∧
(𝑡=1 → fils (𝑢, 𝑣)) ∧
(𝑡=2 → fils (𝑢, 𝑣) ∨ 𝑢=𝑣) ∧
(𝑡=3 → 𝜑(𝑢, 𝑣))








(4.3)

et

forme1 (𝑥) def
= ∃𝑢1 . . . ∃𝑢4 𝑥= 𝑓 (𝑢1, 𝑓 (𝑢2, 𝑢2, 𝑢2, 𝑢2), 𝑓 (𝑢3, 𝑢3, 𝑢3, 𝑢3), 𝑢4)

forme2 (𝑥, 𝑧, 𝑦) def
= ∃𝑢1 . . . ∃𝑢6 𝑧= 𝑓 (𝑢1, 𝑓 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑥), 𝑓 (𝑦, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6), 𝑢6)

fils (𝑥, 𝑦) def
= ∃𝑢1 . . . ∃𝑢4 𝑥= 𝑓 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) ∧ (𝑦 = 𝑢2 ∨ 𝑦 = 𝑢3)

(4.4)

La forme des arbres satisfaisant les contraintes forme1 (𝑥) et forme2 (𝑥, 𝑧, 𝑦) est
donnée dans la figure 4.1. La contrainte fils (𝑥, 𝑦) impose que 𝑥 soit un arbre dont
la racine est étiquetée par 𝑓 , qu’il ait quatre sous-arbres, et que le deuxième ou le
troisième sous-arbre de 𝑥 soit identique à l’arbre 𝑦.

f

f

x f

f f

x y

z

f

Figure 4.1. La forme des arbres satisfaisant les contraintes forme1 (𝑥) et
forme2 (𝑥, 𝑧, 𝑦).
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Quant à la contrainte triangle 𝑘 (𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦) définie en (4.3), des explications seront
présentées dans la section 4.2 afin de montrer que :

(∃𝑧 triangle 𝑘 (1, 𝑥, 𝑧, 𝑦)) ↔ fils 𝛼(𝑘 )−1 (𝑥, 𝑦),
(∃𝑧 triangle 𝑘 (2, 𝑥, 𝑧, 𝑦)) ↔ ∨𝑖=𝛼(𝑘 )−1

𝑖=0 fils 𝑖 (𝑥, 𝑦),
(∃𝑧 triangle 𝑘 (3, 𝑥, 𝑧, 𝑦)) ↔ 𝜑 𝛼(𝑘 )−1 (𝑥, 𝑦).

(4.5)

Remarquons que la taille de la contrainte superitérée 𝑘 [𝜑] (𝑥, 𝑦) définie en (4.2)
dépend linéairement de 𝑘 . Plus précisément :

Propriété 4.1. — | superitérée 𝑘 [𝜑] (𝑥, 𝑦) | = 9 + 𝑘 (155 + |𝜑(𝑥, 𝑦) |).

D’après les formules (4.2) et (4.5), le résultat essentiel est :

Théorème 4.2. — superitérée 𝑘 [𝜑] (𝑥, 𝑦) ↔ 𝜑 𝛼(𝑘 )−1 (𝑥, 𝑦).

4.2. Explication de la contrainte d’itération

La preuve formelle du théorème 4.2 se trouve dans [6]. Nous présentons, pour
expliquer l’idée ici, un autre enchaînement parmi les nombreuses versions que nous
avons élaborées avec A. Colmerauer. L’élément essentiel est la construction des arbres,
appelés 𝑘-oignons, dont les parties supérieures de profondeur inférieure ou égale à 𝑘

sont essentiellement des arbres binaires complétés par deux branches (la première et la
quatrième) permettant d’avoir des accès directs à la profondeur 𝑘 + 1. Ce type d’arbres
a été inspiré d’un travail de P. Mielniczuk [20] sur la complexité des algorithmes de
décision dans la théorie des arbres avec traits. Pour 𝑘 = 3 de tels arbres sont de la
forme donnée dans la figure 4.2.

f

f

f

ffff

f

k+1

f

f

f

ffff

u u u u u u u u
21 2 3 4 5 6 7 k

Figure 4.2. La forme des arbres satisfaisant la contrainte oignon 𝑘 (𝑧) avec
𝑘 = 3. Les 𝑢𝑖 sont des arbres quelconques.
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Plus généralement, pour 𝑘 ⩾ 0, un 𝑘-oignon est un arbre 𝑧 qui satisfait à la
contrainte oignon 𝑘 (𝑧), avec :

oignon 0 (𝑧)
def
= ∃𝑢 𝑧 = 𝑓 (𝑢, 𝑢, 𝑢, 𝑢)

oignon 𝑘+1 (𝑧)
def
=


∃𝑢 ∃𝑢1 . . . ∃𝑢4 ∃𝑣 ∃𝑣1 . . . ∃𝑣4
𝑢= 𝑓 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) ∧ oignon 𝑘 (𝑢) ∧
𝑣= 𝑓 (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4) ∧ oignon 𝑘 (𝑣) ∧
𝑧 = 𝑓 (𝑢1, 𝑢, 𝑣, 𝑣4)


(4.6)

Rappelons qu’un arbre 𝑥 satisfaisant forme1 (𝑥) et des arbres 𝑥, 𝑦, 𝑧 satisfaisant
forme2 (𝑥, 𝑧, 𝑦) sont comme dans la figure 4.1. Avec la notation fils 𝑖 définie par (4.1),
nous avons l’équivalence suivante (une preuve par induction se trouve dans [6]). Pour
tout arbre 𝑧 et tout 𝑘 ⩾ 1 :

oignon 𝑘 (𝑧) ↔



[
∀𝑧′
fils 𝑘−1 (𝑧, 𝑧′) → forme1 (𝑧′)

]
∧[
∀𝑧′[∨𝑘−1

𝑖=0 fils 𝑖 (𝑧, 𝑧′)
]
→

[
∃𝑢∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑧′, 𝑣)

] ]


(4.7)

Considérons un arbre 𝑧 tel que oignon 𝑘 (𝑧). D’après la définition de fils , avec
0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 − 1, il y a 2𝑖 sous-arbres 𝑧′ qui satisfont fils 𝑖 (𝑧, 𝑧′). Nous désignons ces
sous-arbres de gauche à droite par 𝑤𝑖

1, . . . , 𝑤
𝑖
2𝑖 . L’arbre 𝑧 a aussi 2𝑘 sous-arbres à la

profondeur 𝑘 + 1, nous les désignons de gauche à droite par 𝑢1, . . . , 𝑢2𝑘 .

Pour les sous-arbres 𝑤𝑘−1
𝑗

, avec 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑘−1, les contraintes forme1 (𝑤𝑘−1
𝑗

)
et ∃𝑢∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑤𝑘−1

𝑗
, 𝑣) sont satisfaites. Ces sous-arbres sont alors de la forme

donnée dans la figure 4.3.
f

ff

u v

Figure 4.3. La forme d’un arbre 𝑥 satisfaisant les contraintes forme1 (𝑥) et
∃𝑢∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑥, 𝑣).

Pour les sous-arbres 𝑤𝑖
𝑗
, avec 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 − 1 et 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑖 , les contraintes

∃𝑢∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑤𝑖
𝑗
, 𝑣) sont satisfaites. La contrainte forme2 (𝑥, 𝑧, 𝑦) indique que

• le fils le plus à gauche de l’arbre 𝑧 et le fils le plus à gauche du second fils de
𝑧 sont identiques, et

• le fils le plus à droite de l’arbre 𝑧 et le fils le plus à droite du troisième fils de
𝑧 sont identiques.
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On se convainc donc que la contrainte ∃𝑢∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑤𝑖
𝑗
, 𝑣) entraine que 𝑢 est le

sous-arbre 𝑢2𝑘−𝑖−1 𝑗 et 𝑣 est le sous-arbre 𝑢2𝑘−𝑖−1 𝑗+1.

Par conséquent, si pour chaque sous-arbre 𝑤𝑖
𝑗
, avec 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 − 1 et 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 2𝑖 , et

pour les arbres 𝑢 et 𝑣 tels que forme2 (𝑢, 𝑤𝑖
𝑗
, 𝑣), il y a une relation 𝜑(𝑢, 𝑣), alors entre

𝑢1 et 𝑢2𝑘 il y a la relation 𝜑2𝑘−1 (𝑢1, 𝑢2𝑘 ).
Nous avons donc l’équivalence suivante pour toute contrainte d’arbre 𝜑(𝑥, 𝑦) et

tout 𝑘 ⩾ 0 (3) :

𝜑2𝑘−1 (𝑥, 𝑦) ↔ ∃𝑧



oignon 𝑘 (𝑧)
∧
[∃𝑣2∃𝑣3 𝑧= 𝑓 (𝑥, 𝑣2, 𝑣3, 𝑦)]
∧
∀𝑧′[∨𝑘−1

𝑖=0 fils 𝑖 (𝑧, 𝑧′)
]
→[

∃𝑢∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑧′, 𝑣) ∧
𝜑(𝑢, 𝑣)

]


(4.8)

Remarquons qu’à la profondeur 𝑘 + 1, un arbre 𝑧 de type 𝑘-oignon a 2𝑘 sous-arbres
𝑢1, . . . , 𝑢2𝑘 , où les 𝑢𝑖 sont des arbres quelconques. Et si un autre arbre 𝑘-oignon 𝑧′ est
construit en mettant les arbres 𝑢1, . . . , 𝑢2𝑘 sur la relation fils 2𝑘 , l’arbre 𝑧′ aura 2(2𝑘 )

sous-arbres à la profondeur 2𝑘 + 1.

Revenons aux équivalences de la formule (4.5), la preuve de ces équivalences peut
se faire par induction sur 𝑘 . Pour rappel, ces équivalences sont :

(∃𝑧 triangle 𝑘 (1, 𝑥, 𝑧, 𝑦)) ↔ fils 𝛼(𝑘 )−1 (𝑥, 𝑦),
(∃𝑧 triangle 𝑘 (2, 𝑥, 𝑧, 𝑦)) ↔ ∨𝑖=𝛼(𝑘 )−1

𝑖=0 fils 𝑖 (𝑥, 𝑦),
(∃𝑧 triangle 𝑘 (3, 𝑥, 𝑧, 𝑦)) ↔ 𝜑 𝛼(𝑘 )−1 (𝑥, 𝑦).

Elles sont vraies pour 𝑘 = 0. Supposons qu’elles soient vraies pour un certain 𝑘 ⩾ 0
et montrons qu’elles sont vraies pour 𝑘+1.

De (4.3), en quantifiant existentiellement 𝑧 de part et d’autre de la double flèche et
en dissociant le cas où 𝑡′ = 1 du cas où 𝑡′ = 2, on déduit l’équivalence :

∃𝑧 triangle 𝑘+1 (𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦) ↔ ∃𝑧



[∃𝑢1 ∃𝑢2 𝑧= 𝑓 (𝑥, 𝑢1, 𝑢2, 𝑦)]
∧
∀𝑧′
(∃𝑦′ triangle 𝑘 (1, 𝑧, 𝑦′, 𝑧′)) →
forme1 (𝑧′)


∧
∀𝑧′
(∃𝑦′ triangle 𝑘 (2, 𝑧, 𝑦′, 𝑧′)) →[
∃𝑢 ∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑧′, 𝑣) ∧
𝜓(𝑢, 𝑣)

] 


(3)Pour 𝑘 = 0 on considère que

∨𝑘−1
𝑖=0 fils 𝑖 (𝑧, 𝑧′ ) est la constante logique faux
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avec :

𝜓(𝑢, 𝑣) def
=


(𝑡=1 → fils (𝑢, 𝑣)) ∧
(𝑡=2 → fils (𝑢, 𝑣) ∨ 𝑢=𝑣) ∧
(𝑡=3 → 𝜑(𝑢, 𝑣))


Du fait qu’on a supposé les équivalences (4.5) vraies pour 𝑘 , il s’ensuit que :

∃𝑧 triangle 𝑘+1 (𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦) ↔ ∃𝑧



[∃𝑢2∃𝑢3 𝑧= 𝑓 (𝑥, 𝑢2, 𝑢3, 𝑦)]
∧
∀𝑧′
fils 𝛼(𝑘 )−1 (𝑧, 𝑧′) →
forme1 (𝑧′)


∧
∀𝑧′
[∨𝛼(𝑘 )−1

𝑖=0 fils 𝑖 (𝑧, 𝑧′)] →[
∃𝑢 ∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑧′, 𝑣) ∧
𝜓(𝑢, 𝑣)

]


c’est-à-dire, en se reportant à la formule (4.7),

∃𝑧 triangle 𝑘+1 (𝑡, 𝑥, 𝑧, 𝑦) ↔ ∃𝑧



oignon 𝛼(𝑘 ) (𝑧)
∧
[∃𝑢2∃𝑢3 𝑧= 𝑓 (𝑥, 𝑢2, 𝑢3, 𝑦)]
∧
∀𝑧′[∨𝛼(𝑘 )−1

𝑖=0 fils 𝑖 (𝑧, 𝑧′)
]
→[

∃𝑢∃𝑣 forme2 (𝑢, 𝑧′, 𝑣) ∧
𝜓(𝑢, 𝑣)

]



(4.9)

De (4.9), en utilisant la formule (4.8) avec 𝜓 à la place de 𝜑, on déduit :

∃𝑧 triangle 𝑘+1 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) ↔ 𝜓 𝛼(𝑘+1)−1 (𝑢, 𝑣)
et en donnant successivement à 𝑡 les valeurs 1, 2, 3 et en se reportant à la définition de
𝜓, on obtient (4.5). Ceci, avec la formule (4.2), permet de prouver le théorème 4.2.

5. Quasi universalité des contraintes d’arbres

Ainsi que nous allons le voir, la contrainte d’itération est un bon point de départ
pour définir des contraintes expressives.

5.1. Un arbre fini énorme

On peut tout d’abord définir un arbre fini énorme, de 𝛼(𝑘) nœuds, par une petite
contrainte, de taille dépendant linéairement de 𝑘 . On suppose que le symbole 0, d’arité
nulle, et le symbole 𝑠, d’arité un, figure dans 𝐹 et on introduit la contrainte

énorme 𝑘 (𝑥)
def
= superitérée 𝑘 [𝜑] (𝑥, 0),
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avec
𝜑(𝑥, 𝑦) def

= 𝑥= 𝑠(𝑦).

D’après la propriété 4.1 et le théorème 4.2, nous avons la taille de la contrainte :
|énorme 𝑘 (𝑥) | = 9+159𝑘

et la solution qu’elle représente est un arbre fini (sous forme d’une chaîne) énorme de
𝛼(𝑘) nœuds :

énorme 𝑘 (𝑥) ↔ 𝑥= 𝑠𝛼(𝑘 )−1 (0)

5.2. Quasi universalité

Considérons une machine de Turing 𝑀 et représentons une configuration de la
machine par un arbre infini comme dans la figure 5.1.

a b c d e
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…

g
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Figure 5.1. Représentation d’une configuration d’une machine de Turing par
un arbre fini.

Exprimons par 𝜑(𝑥, 𝑦) sa contrainte de transition, c’est-à-dire le fait que 𝑀 puisse
passer de la configuration 𝑥 à la configuration 𝑦 en exécutant une instruction ou le fait
que 𝑥 = 𝑦. Par exemple considérons la machine formée de l’ensemble d’instructions(4) :{

(𝑞0, 1, 1, 𝑞1, 𝐷), (𝑞0,⊔,⊔, 𝑞2, 𝐺),
(𝑞1, 1,⊔, 𝑞0, 𝐷), (𝑞1,⊔, 1, 𝑞2, 𝐺)

}
(5.1)

dont les états sont 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2 et l’alphabet {⊔, 1}. La contrainte de transition 𝜑(𝑥, 𝑦) de
cette machine est :

𝜑(𝑥, 𝑦) def
=

𝑥 = 𝑦 ∨
∃𝑢 ∃𝑣 ∃𝑤
𝑥=𝑞0 (𝑢, 𝑔(1, 𝑔(𝑣, 𝑤))) ∧
𝑦=𝑞1 (𝑔(𝑢, 1), 𝑔(𝑣, 𝑤))

 ∨

∃𝑢 ∃𝑣 ∃𝑤
𝑥=𝑞0 (𝑔(𝑢, 𝑣), 𝑔(⊔, 𝑤)) ∧
𝑦=𝑞2 (𝑢, 𝑔(𝑣, 𝑔(⊔, 𝑤)))

 ∨


∃𝑢 ∃𝑣 ∃𝑤
𝑥=𝑞1 (𝑢, 𝑔(1, 𝑔(𝑣, 𝑤)) ∧
𝑦=𝑞0 (𝑔(𝑢,⊔), 𝑔(𝑣, 𝑤))

 ∨

∃𝑢 ∃𝑣 ∃𝑤
𝑥=𝑞1 (𝑔(𝑢, 𝑣), 𝑔(⊔, 𝑤)) ∧
𝑦=𝑞2 (𝑢, 𝑔(𝑣, 𝑔(1, 𝑤)))


(4)L’instruction (𝑞, 𝑠, 𝑠′ , 𝑞′ , 𝐷) signifie : si la machine est dans l’état 𝑞 et si sa tête de lecture-écriture

est positionnée sur une case contenant le symbole 𝑠 alors elle remplace 𝑠 par 𝑠′, déplace sa tête de lecture-
écriture, d’une case à droite et passe à l’état 𝑞′. L’instruction (𝑞, 𝑠, 𝑠′ , 𝑞′ , 𝐺) signifie la même chose, mais
avec un déplacement à gauche.
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en considérant que⊔, 1, 𝑔, 𝑞0, 𝑞1 et 𝑞2 sont des symboles d’arités respectives 0, 0, 2, 2, 2
et 2.

Supposons d’une façon générale que la machine de Turing 𝑀 ait pour alphabet
Σ ∪ {⊔}, que son état initial soit 𝑞0, son état final 𝑞ℎ, et que sa contrainte de transition
soit 𝜑(𝑥, 𝑦). Pour tout mot 𝑎 = 𝑎1𝑎2 . . . 𝑎𝑚 de Σ★, désignons par 𝑀 (𝑎) l’élément de
Σ★ calculé par 𝑀 , s’il existe (5). Introduisons les contraintes d’arbres :

sortie 𝑘 [𝜑, 𝑎] (𝑣)
def
=


∃𝑢∃𝑥∃𝑦
est [𝑎] (𝑢) ∧ initial (𝑢, 𝑥) ∧ final (𝑦, 𝑣)∧
superitérée 𝑘 [𝜑] (𝑥, 𝑦)


est [𝑎] (𝑢) def

= ∃𝑣 𝑢 = 𝑔(𝑎1, 𝑔(𝑎2, . . . , 𝑔(𝑎𝑚, 𝑣) . . .)) ∧ 𝑣 = 𝑔(⊔, 𝑣),
initial (𝑢, 𝑥) def

= ∃𝑣 𝑥 = 𝑞0 (𝑣, 𝑢) ∧ 𝑣 = 𝑔(𝑣,⊔),
final (𝑥, 𝑢) def

= ∃𝑣 𝑥 = 𝑞ℎ (𝑣, 𝑢)

De la propriété 4.1 et du théorème 4.2, on conclut que :

Propriété 5.1. — | sortie 𝑘 [𝜑, 𝑎] (𝑣) | = 40 + 2|𝑎 | + 𝑘 (155 + |𝜑(𝑥, 𝑦) |).

Propriété 5.2. — sortie 𝑘 [𝜑, 𝑎] (𝑣) ↔ est [𝑀 (𝑎)] (𝑣), sous réserve que la ma-
chine 𝑀 exécute moins de 𝛼(𝑘) instructions.

Considérons qu’un arbre 𝑣 qui satisfait à la contrainte est [𝑏] (𝑣) est un codage
explicite du mot 𝑏 = 𝑏1 . . . 𝑏𝑛 et désignons par |𝑀 | le nombre d’instructions de la
machine 𝑀 . Des deux propriétés précédentes on déduit alors :

Corollaire 5.3 (Quasi universalité des contraintes d’arbres). — Pour tout mot 𝑏,
qu’une machine de Turing 𝑀 peut calculer en exécutant moins de 𝛼(𝑘) instructions, à
partir d’un mot 𝑎, il existe une contrainte d’arbre 𝜓(𝑣) de taille 𝑂 ( |𝑀 |𝑘 + |𝑎 |), dont
l’unique solution en 𝑣 est un arbre codant explicitement 𝑏.

6. Résolution de contraintes d’arbres

Les propriétés de l’algèbre des arbres finis ou infinis ont été axiomatisées en une
théorie du premier ordre par M. Maher [18]. Cette théorie𝑇 est définie sur un ensemble
infini de symboles de fonction 𝐹 et l’unique symbole de relation de l’égalité =. La
théorie est l’ensemble de propositions de l’une des trois formes suivantes :

∀𝑥1 . . .∀𝑥𝑛∀𝑦1 . . .∀𝑦𝑚 ¬( 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚))
∀𝑥1 . . .∀𝑥𝑛∀𝑦1 . . .∀𝑦𝑛 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) → ∧𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖
∀𝑥1 . . .∀𝑥𝑛∃!𝑦1 . . . ∃!𝑦𝑚

∧𝑚
𝑖=1 𝑦𝑖 = 𝑡𝑖 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚]

(6.1)

(5)Au départ la machine est dans l’état initial 𝑞0 et le ruban biinfini est rempli de symboles ⊔, sauf
une portion commençant à la position de la tête de lecture écriture, qui contient le mot 𝑎 ∈ Σ★. Ensuite la
machine, qui est supposée être déterministe, exécute les instructions jusqu’à atteindre l’état final 𝑞ℎ . Le mot
calculé est l’élément de Σ★ le plus long qui commence à la position finale de la tête de lecture-écriture. Par
exemple, avec l’état initial 𝑞0, avec l’état final 𝑞2, avec 𝑛 1 en entrée, la machine (5.1) sort le mot vide, si 𝑛
est pair, et sort 11, si 𝑛 est impair.
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où 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐹 avec 𝑓 ≠ 𝑔, et 𝑡𝑖 [𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚] est un terme formé par un
élément de 𝐹 et par des variables prises de l’ensemble {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚}. M.
Maher a montré que cette théorie est complète, i.e. pour toute formule 𝑝 sans variable
libre, soit 𝑇 |= 𝑝, soit 𝑇 |= ¬𝑝. Pour cela, il a proposé une méthode d’élimination de
quantificateurs, qui, en s’appliquant à une formule 𝑝 sans variables libres, transforme
la formule soit en vrai (on a donc 𝑇 |= 𝑝), soit en faux (donc 𝑇 |= ¬𝑝). Cette théorie
est appelée la théorie des arbres, car l’algèbre des arbres finis ou infinis est un modèle
de cette théorie.

La section 5 a montré que des contraintes d’arbres en logique du premier ordre ont
un pouvoir d’expressivité quasi-universel au sens du Corollaire 5.3. La complexité des
algorithmes pour les résoudre ne peut donc qu’être très élevée. En effet les propriétés 5.1
et 5.2 permettent de redémontrer le résultat de S. Vorobyov [24], que la complexité en
temps d’un algorithme qui décide si une formule sans variable libre est vraie ne peut
être majorée par une fonction élémentaire.

Les contrainte d’arbres, quant à elles, sont en général définies avec des variables
libres, par exemple gagnant 𝑘 (𝑥) indique que l’arbre 𝑥 représente une position 𝑘-
gagnante. La résolution d’une contrainte d’arbre sur les variables libres 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛
consiste à expliciter les affectations à chaque variable libre 𝑥𝑖 un arbre tel que la
contrainte soit satisfaite. Dans [11], nous avons développé une méthode pour résoudre
des contraintes d’arbres. Une forme résolue des contraintes d’arbres a été définie, où
les solutions sont exprimées explicitement. Une formule résolue 𝑓 (𝑥) définie sur un
vecteur de variables libres 𝑥 est de la forme

𝑘∨
𝑖=1

(∃𝑦𝑖𝑎𝑖 ∧
𝑘𝑖∧
𝑗=1

¬(∃𝑧𝑖 𝑗𝑏𝑖 𝑗 )) (6.2)

où les 𝑦𝑖 et 𝑧𝑖 𝑗 sont des vecteurs de variables et 𝑎𝑖 et 𝑏𝑖 𝑗 sont des conjonctions
d’équations satisfaisant des conditions particulières. Par exemple la formule suivante
sur une variable libre 𝑥 est sous forme résolue, et elle représente les deux arbres de 𝑥

définis dans (3.4) :[
∃𝑦1𝑦2 (𝑥 = 𝑐(𝑦1, 𝑦2) ∧ 𝑦1 = 𝑔(𝑦2) ∧ 𝑦2 = 0) ∨
∃𝑦3𝑦4 (𝑥 = 𝑐(𝑦3, 𝑦4) ∧ 𝑦3 = 0 ∧ 𝑦4 = 𝑔(𝑦3))

]
Remarquons qu’une formule résolue est définie avec au plus deux niveaux d’imbrica-
tion de quantificateurs. Chaque élément de la disjonction (6.2) représente une solution
possible. Une contrainte d’arbres, comme par exemple (3.3), peut en général être
définie avec plusieurs niveaux d’imbrication de quantificateurs.

Dans [11], une méthode d’élimination de quantificateurs a été développée, per-
mettant de transformer une formule du premier ordre en une formule équivalente.
La résolution de contraintes est représentée comme une suite de transformations, qui
transforme la contrainte de départ𝐶 en une formule finale équivalente, qui est soit faux
(si 𝐶 n’a pas de solution), soit une formule sous forme résolue (les solutions sont ex-
plicites). Les transformations possibles sont exprimées par des règles de réécriture de
sous-formules, et un ensemble de 11 règles de réécriture a été proposé pour représenter
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toutes ces transformations. Chaque règle de réécriture transforme une sous-formule en
une formule équivalente. Pour résoudre une contrainte, les règles de réécriture s’ap-
plique autant de fois que possible et peuvent s’appliquer sur différentes sous-formules
d’une façon indépendante. Une preuve de terminaison a été présentée, qui montre que
l’application des règles se termine toujours, et que la contrainte finale est soit faux, soit
sous la forme résolue. Un solveur a été implanté en C++ et a été capable de résoudre des
contraintes complexes, par exemple celles de positions gagnantes, faisant intervenir
jusqu’à 160 imbrications de quantificateurs. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur vers [11, 12].

Les arbres de l’algèbre peuvent être finis ou infinis. Afin de pouvoir restreindre
explicitement certaines conditions sur les arbres finis, nous avons étendu la théorie des
arbres avec la relation fini(𝑡), indiquant que 𝑡 est un arbre fini. Exploitant les règles de
réécriture, nous avons développé un algorithme pour la résolution de contraintes dans
cette théorie et l’avons implanté en C++ avec le formalisme du CHR [13].

7. Conclusion

Nous avons présenté dans cet article des résultats principaux de l’article écrit
avec A. Colmerauer [6] sur le pouvoir d’expression des contraintes représentées
par des formules générales du premier ordre, avec pour seul symbole de relation
l’égalité et pour symboles de fonction les éléments d’un ensemble infini 𝐹. Le do-
maine choisi est l’ensemble des arbres, dont les nœuds, en nombre éventuellement
infini, sont étiquetés par des éléments de 𝐹. Des contraintes faisant intervenir des
suites alternées de quantificateurs ∃∀∃∀ . . . permettent d’exprimer les positions ga-
gnantes d’un jeu à deux adversaires. Des contraintes d’arbres ont également le pou-
voir de décrire brièvement des arbres que l’ordinateur le plus puissant n’aura jamais
le temps de calculer. Pour plus de détails et de contenu, nous renvoyons le lecteur
vers le papier original. La complexité pour résoudre ces contraintes ne peut être
majorée par une fonction élémentaire. Nous avons dévelopé une méthode de réso-
lution de ces contraintes par des règles de réécriture de sous-formules, pour trans-
former la contrainte de départ en une formule équivalente, qui est soit faux si la
contrainte n’a pas de solution, soit une forme résolue finale où les solutions sont
explicites.
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Abstract. — The algebra of finite or infinite trees plays a fundamental role in computer
science. Among others, the execution of Prolog II, III and IV programs was modeled by
Alain Colmerauer as solving constraints in the form of equations and disequations in this
algebra. In a work published in the journal Constraints with Alain Colmerauer [6], we
studied the expressiveness of more general constraints in this algebra, which are first-order
logical formulas, constructed using variables designating trees, construction operations,
the equality relation, logical connectors and quantifiers. We have presented examples to
show an immense expressivity power of such general constraints. This paper presents a
reduced version of this work on the expressiveness of these constraints [6]. Moreover,
we describe the method we have developed to solve such constraints.

Keywords. — Tree algebra, Constraints, Expressiveness of constraint, Constraint sol-
ving.
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